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Un Nouvel Encadrement du Nombre de Cycles Hamiltoniens du n-Cube 
M. MOLLARD 
We give new upper and lower bounds for the number of Hamiltonian cycles h(n) in the graph of 
the n-cube Qn. 
I. INTRODUCTION 
Le n-cube Q" est Ie graphe dont les 2" sommets sont les n-uplets de {O, l}" et ou deux 
sommets sont relies par une an~te si iis different en exactement une coordonnee. 
Un cycle hamiltonien de Q" est une sequence circulaire VI, .•• , v2n de tous les 2" sommets 
de Q" ou: 
(i) Vi et Vi + I sont adjacents pour i = 1, 2, ... , 2" - 1, 
(ii) v 2n et VI sont adjacents. 
Le probleme de determiner h(n) Ie nombre de cycles hamiltoniens du n-cube a ete etudie par 
un certain nombre d'auteurs. II est clair que h(2) = 1 et h(3) = 6. II a ete calcule [1] que 
h(4) = 1344. Pour n ~ 5, on connait uniquement des majorants et des minorants. 
Dixon et Goodman ont prouve [2] 
2" 
h(n) ~ ~h2 (n - 1), 
(
n(n _ 1))2n - I -1 
h(n) ~ 2 
Resultats ameliores par Douglas [3] 
n2"-1 
h(n) ~ ~ h2(n - 1), 
h(n) ~ (n(n; l)r~I-2In-I-IOg2nl 
(ou [x] designe la partie entiere). 
Nous no us proposons d'ameliorer a nouveau ces resultats. 
2. MINORANT DE h(n) 
(I) 
(2) 
(3) 
(4) 
Remarquons qu'en choisissant un sommet origine VI sur Q" on peut representer un cycle 
hamiltonien VI' ••• , v 2n par sa 'suite de nombres de transition': ai' ... , a2n ou Vi et Vi + I 
different en leur a1me coordonnee. 
Dans cette sequence de nombres de transition, chaque en tier de {I, ... , n} presente un 
nombre pair, et non nul, d'occurrences. Douglas [3] a prouve Ie lemme suivant: 
LEMME. Pour tout cycle hamiftonien H de Q", if existe au plus 2 entiers de {I, ... , n} 
ayant exactement 2 occurrences dans la sequence de nombres de transition de H. 
II est en effet facile de montrer que si il existait au moins 3 entiers ayant cette propriete, 
H serait de lorigueur au plus 6· 2"-3 nombre strictement inferieur a 2". 
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Rappelons egalement Ie resultat classique (Abbott [4]). Le nombre de cycles hamiltoniens 
utilisant une an~te donnee de Qn est 2h(n)/n. 
n ~ 3. 
Reprenons les idees de Douglas [3] utilisees pour demontrer la minoration (3). 
Decomposons Ie n-cube en deux faces de dimension n - I G et G. Une telle face 
correspond a un sous-graphe engendre par les sommets dont on fixe une coordonnee. 
Soit H un cycle hamiltonien quelconque de G; choisissons une arete {x, y} de ce cycle. 
Soit {x, y} l'arete correspondante de G, et H' un cycle hamiltonien de G utilisant I'arete 
{x, y} (Figure 1). 
L'ensemble d'aretes obtenu a partir de H u H' en supprimant {x, y} et {x, y} et en 
rajoutant {x, x} et {y, ji} est un cycle hamiltonien de Qn. 
Pour une decomposition en (n - I) cubes donnee, a chaque paire de cycle H, H' on 
pourra associer un cycle distinct de Qn. On construit ainsi 
hen - I)· 2n - 1 • 2h(n - I) cycles hamiltoniens de Qn. 
n - 1 
II y a n decompositions possibles en (n - I) cubes. II y a donc n(n - I)-W(n - 1)2n 
constructions possibles (un meme cycle pouvant etre construit plusieurs fois). 
Mais les cycles que nous venons de construire ont la propriete d'utiliser exactement 
2 fois Ie nombre de transition correspond ant a I'arete {x, x}. D'apn!s Ie lemme, un cycle 
hamiltonien de Qn sera donc obtenu au plus 2 fois par notre construction d'ou (3). 
Essayons de majorer Ie nombre de cycles obtenus exactement 2 fois. Supposons que 
K soit un cycle de Qn obtenu 2 fois par notre construction. Soient p et q les nombres 
de transition ayant 2 occurrences dans K. Decomposons K suivant la direction p en 
deux (n - I) cubes. Pour que q apparaisse exactement 2 fois dans Ie cycle K, il faut 
qu'il ait 2 occurrences dans les cycles H et H ' et que q corresponde au nombre de trans-
ition associe aux aretes {x, y} et {x, ji}. Or d'aprt!s Ie lemme il y a donc au plus hen - I) 
choix pour H, 4 pour {x, y}, et 2h(n - I)/(n - I) pour H'. Comme n choix sont possi-
bles pour p et que chaque cycle est obtenu 2 fois; Ie nombre de cycles obtenus 2 fois est 
au plus: 
hen _ 1).4. 2h (n - l).~. 
n - 1 2 
i 
.... --+------f-~-----___1. Y 
G 
FIGURE I. 
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On a donc: 
n ~ 3. 
Ce qui constitue pour n > 3 un meilleur minorant que Ie resultat (3) de Douglas. 
3. MAJORANT DE h(n) 
Un sommet x de Q. etant choisi, une decomposition en couches de Qn est alors 
Ao, AI, . .. , An, OU Ai est l'ensemble des sommets a distance i de x. Posons ni = I Ail, on 
a alors ni = (7) et un sommet de Ai est relie a i sommets de Ai -I' La majoration (2) provient 
de la remarque: un cycle hamiltonien definit de maniere injective une paire d'aretes adja-
centes pour chaque sommet de A2 u A4 U ... U A2["]. Or cet ensemble est de cardinal 
2n -
' 
- 1 d'ou ' 
ou de maniere equivalente: 
(
n(n - 1»)2"-1- 1 
h(n) ~ 2 
[. /2] (n(n _ I»)(~J 
h(n) ~ l] 2 (5) 
PROPOSITION I. Le nombre d'aretes d'un cycle hamiltonien entre Ai et Ai + I est 2 (', I) 
La preuve se fait par recurrence. II y a bien 2 aretes entre Ao et AI' et comme 2(; ~ I) est 
la somme du nombre d'aretes entre Ai et Ai + I et du nombre d'aretes entre Ai + I et Ai +2' en 
utilisant I'hypothese de recurrence Ie nombre d'aretes entre Ai+, et Ai+2 est bien 2(;~,) -
2e,') = 2G;t'>. 
Pour un cycle hamiltonien fixe, posons Ai = Qi U Ri U Si ou X E Qi (respectivement Ri 
et Si) si x est relie dans Ie cycle a 2 (respectivement 1 et 0) sommets de Ai - I' Posons 
qi = IQil, ri = IRil etsi = IS;I, 
PROPOSITION 2. Pour tout i nous avons les relations: 
2qi + ri 2<7=1), 
2si + ri 2(n , '), 
qi + ri + Si = (7). 
(6) 
(7) 
(8) 
Les relations (6) and (7) sont obtenues en denombrant les aretes entre respectivement Ai, 
Ai_I et Ai, Ai+, · 
Nous avons rappele qu'on peut associer a chaque cycle hamiltonien, de maniere injective, 
une paire d'aretes adjacentes pour chaque sommet de A2 u A4 U . . . U A2[nI2]' Les paires 
d'aretes associes aux sommets de chaque couche Ap definissent des nombres qp' rp' sp 
verifiant la proposition 2. 
Respectivement la donnee des entiers qp' rp' sp definie au plus N(qp, rp' sp) paires d'aretes, 
OU 
si qp' rp' sp sont tous positifs et N(qp, rp' sp) = 0 sinon. 
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La majoration de Dixon et Goodman revient a utiliser la seule relation qp + rp + 
sp = G) donc a ecrire: 
ou 
[nI2] 
h(n) ~ n IX2i 
;=1 
(;) (;) - qp 
IX2i = IXp = I L N(qp, r p , C) - qp - rp). 
qp~O rp~O 
(n) 
IXp est donc Ie developpeIlJent de (P(n - p) + tP(p - I) + t(n - p)(n - p - I)) P 
c'est a dire de (tn(n - I)/p), et on retrouve bien (5) soit Ie resultat de Dixon et Goodman. 
Mais les relations (6) and (7) de la proposition 2 montrent que les valeurs de qp et de rp 
sont liees. On peut donc obtenir: 
THEOREME 2. 
[nI2] 
h(n) ~ n P2i 
i~1 
ou 
ce qui constitue bien entendu une meilleure majoration de h(n) (car trivalement Pp < IXp). 
Numeriquement on obtient ainsi h(5) ~ 7·23 1013 et h(6) ~ 8·47 1034 a comparer a 
h(5) ~ 1015 et h(6) ~ 2·88 1036 de Dixon et Goodman. 
D'autre part, Douglas a introduit Ie raffinement (4) qui consiste a remarquer que pour 
caracteriser un cycle hamiltonien, il suffit de connaitre les paires d'aretes adjacentes aux 
sommets de Ao u A2 U ... U A 2[nI2] prive d'un code binaire a distance 4 de parite constante 
(ensemble de sommets C tel que Vx E C, Vy E C, d(x, y) ;;::: 4). On pourrait egalement 
appliquer cette methode a notre construction. 
Pour terminer, remarquons qu'on peut faire la meme construction sur Al u A3 U ... U 
A 2[nI2] -I' Si n est pair on obtient alors une deuxieme majoration en general de valeur 
differente: 
[nI2] 
h(n) ~ n P2i-l, 
i~1 
ou la definition de PZi _ I = Pp reste inchangee. 
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